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❚❤✐s ✐s ❛ ❜❡t❛ r❡❧❡❛s❡ ❛♥❞ ✐s ♠❡❛♥t t♦ s♦❧✐❞✐❢② t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ✉s❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✳ P❧❡❛s❡
❝♦♥t❛❝t ♠❡ ✇✐t❤ ❛♥② ❜✉❣s✱ s✉❣❣❡st✐♦♥s ♦r ❝♦♠♠❡♥ts ❛t s♣❛②s❡✉r❅✉✳✇❛s❤✐♥❣t♦♥✳❡❞✉✳ P❧❡❛s❡ s✐t❡ ✐❢ ✉s❡❞
❢♦r ❛❝❛❞❡♠✐❝ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤✐s ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✈❡rs✐♦♥ ✵✳✼✿ ❛♥
✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❙P❧✉s t✐♠❡❙❡r✐❡s ♦❜❥❡❝ts ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ❙P❧✉s s✉♣♣❧❡♠❡♥t✮✱ ❛ ♥❡✇ r❡❛❧✐③❡❞❖❜❥❡❝t✱ ♥❡✇ ❡①❛♠♣❧❡
❞❛t❛✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜✉❣ ✜①❡s✳
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◆✐❡❧s❡♥ ✭✷✵✵✺✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ s✉r✈❡② ♦❢ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❧✐❜r❛r② ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❧♦tt✐♥❣

❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❤❡❧♣ st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡st✐♠❛t♦rs✳

❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛♥② ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t t❤❡

❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❡❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ s❡t✱ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ss❡t ❝❧❛ss✳ ❚❤✐s ❧✐❜r❛r② ✇✐❧❧ ♥♦t ♦♥❧② ❝❛❧✲

❝✉❧❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❜✉t ❛❧s♦ ❤❡❧♣ t❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❡②

❛r❡ ✉s✐♥❣ ❣✐✈❡s ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤❡ ❧✐❜r❛r② ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥② ♦♣t✐♠❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ♦♣t✐♠❛❧

s✉❜❣r✐❞✱ ♦r ♦♣t✐♠❛❧ ❧❛❣ ❧❡♥❣t❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♣❧❛♥♥❡❞ ❢♦r ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✵✳

✶✳✶ ❉❛t❛

❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ❧✐❜r❛r② ✐s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❡st✐♠❛t❡s✳ ■ ❤❛✈❡ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❞❛t❛ ❛❣♥♦st✐❝ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ ✐t ✉♣ t♦ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❝❧❡❛♥ ❛♥❞

❛❧✐❣♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❙✰❋✐♥♠❡tr✐❝s ✸✳✵ ❛♥❞ ❨❛♥ ❛♥❞ ❩✐✈♦t ✭✷✵✵✸✮ ❤❛✈❡ ❙✰ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✐♥ t❤✐s

❡✛♦rt✳ ❆❢t❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❛♥② ❛❝❛❞❡♠✐❝s ❛♥❞ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❡✈❡r②♦♥❡ ❤❛s t❤❡✐r ♦✇♥ ❞❛t❛

♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r❛❝t✐❝❡s ❛♥❞ t❤✐s ❧✐❜r❛r② ✇❛s ✇r✐tt❡♥ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✈❡r② ❣❡♥❡r✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞

❢r♦♠ ❛♥② ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t str❛t❡❣②✳

❋♦r t❤♦s❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✱ ■ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t str❛t❡❣② t❤❛t ■ ✉s❡ ❢♦r ♠②

❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ❍✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛ ♣♦s❡s ❛ ♠❡♠♦r② ✐ss✉❡ t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ♠♦st t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❛♥❛❧②s✐s✳

❋♦r ❛ ❜❛❧❧♣❛r❦ ✜❣✉r❡✱ s❛② ■ ❤❛✈❡ ✶✵ ②❡❛rs ✇♦rt❤ ♦❢ ❞❛t❛ ❢♦r ✶✵ ❛ss❡ts t❤❛t tr❛❞❡ ❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❛t

▼❙❋❚ ✐♥ ✷✵✵✹ ❞♦❡s ✭r♦✉❣❤❧② ✶✺✱✵✵✵ tr❛❞❡s ♣❡r ❞❛②✮✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s

✶✵✯✶✵✯✷✺✵✯✶✺✱✵✵✵ ❂ ✸✼✺✱✵✵✵✱✵✵✵✳ ❆t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ❧♦❛❞✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ♠❡♠♦r② ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧

♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳

❚❤✐s t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✶ ✭❚❤✐s t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧

✐s ✉s✉❛❧❧② ♦♥❡ tr❛❞✐♥❣ ❞❛②✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❦❡❡♣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞❛② ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ ♠❡♠♦r② ❛t ❛ t✐♠❡✳

■ ✐♠♣♦rt❡❞ ◆❨❙❊ ❚r❛❞❡s ❛♥❞ ◗✉♦t❡s ✭❚❆◗✮ ✜❧❡s ✐♥t♦ ❛ ▼②❙◗▲ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❞✐❝❡s ♦♥ tr❛❞❡ ❞❛t❡ ❛♥❞

t✐❝❦❡r✳ ❋r♦♠ t❤❡r❡ ■ ✉s❡❞ t❤❡ ❘❖❉❇❈ ❧✐❜r❛r② ❢♦r ❘ ✭▲❛♣s❧❡② ✭✷✵✵✼✮✮ ♦r t❤❡ ✐♠♣♦rt❉❛t❛ ❝♦♠♠❛♥❞ ❢♦r ❙✰ t♦

q✉❡r② ❢♦r ♦♥❡ ❞❛② ❛♥❞ ♦♥❡ st♦❝❦ ❛t ❛ t✐♠❡✳ ❆❢t❡r ❛❧✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✲r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱

✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞❖❜❥❡❝t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❧✐❜r❛r② ✐s ✉s❡❞✳ ❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ s❡tt✐♥❣ ✉♣ ②♦✉r

✶❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧♦❣✲♣r✐❝❡ ♣r♦❝❡ss ❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ■t♦ ♣r♦❝❡ss



✶ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✹

♦✇♥ ❞❛t❛ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ♦r t❤❡ ❙✰❙✉♣♣❧❡♠❡♥t ❢♦r ❙✰ ✉s❡rs ✇✐t❤ ❙✰❋✐♥♠❡tr✐❝s ✸✳✵ ♦r ❨❛♥ ❛♥❞ ❩✐✈♦t ✭✷✵✵✸✮✬s

s❝r✐♣t✷✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ✶✶ ❞❛②s ♦❢ ▼✐❝r♦s♦❢t ✭▼❙❋❚✮ ❛♥❞ ●❡♥❡r❛❧ ❊❧❡❝tr✐❝ ✭●❊✮ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥

t❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❚❆◗✳ ■ ❤❛✈❡ ❝❧❡❛♥❡❞ t❤✐s ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❙✰❋✐♥♠❡tr✐❝s ✸✳✵ ❛♥❞ ✉s❡❞ t❤❡

♠❡❞✐❛♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ t✐♠❡ st❛♠♣✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ♠s❢t✳r❡❛❧✳tts ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ t♦

t✐❝❦✲t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭❚❚❙✮ ❛♥❞ ♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ ❝❛❧❡♥❞❛r✲t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭❈❚❙✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

t✐❝❦ ♠❡t❤♦❞ ✭❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ tr❛❞❡s s❡❡ ❍❛♥s❡♥ ❛♥❞ ▲✉♥❞❡✱ ✷✵✵✻✮✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦

♥♦t❡ t❤❛t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❈❚❙ ❞❛t❛✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡

❍❛②❛s❤✐ ❛♥❞ ❨♦s❤✐❞❛ ✭✷✵✵✺✮ ❡st✐♠❛t♦r✳

❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞❛t❛ ✐s ❧♦❛❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞s✿

❃ ❧✐❜r❛r②✭r❡❛❧✐③❡❞✮

❃ ❞❛t❛✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts✮

❃ ❞❛t❛✭♠s❢t✳r❡❛❧✳tts✮

❃ ❞❛t❛✭❣❡✳r❡❛❧✳❝ts✮

❊❛❝❤ ♦❢ ♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts✱ ♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts✱ ❛♥❞ ♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts ♦❜❥❡❝ts ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ♦❜❥❡❝ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

♠❛r❦❡t ❞❛② ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✺✴✶✴✶✾✾✼ t♦ ✺✴✶✺✴✶✾✾✼✳ ❚❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♦❢ t②♣❡ ✬r❡❛❧✐③❡❞❖❜❥❡❝t✬✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✻

❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ②♦✉r ♦✇♥ r❡❛❧✐③❡❞❖❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ✜rst ✶✵ ▼❙❋❚ r❡t✉r♥s ❢♦r ✺✴✶✴✶✾✾✼ ❈❚❙

❛❧✐❣♥❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡✿

❃ ♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪❬✶✿✶✵❪

❘❡❛❧✐③❡❞ ❖❜❥❡❝t✿ ✭❧❡♥❣t❤ ❂ ✶✵ ✱ ❝ts❂ ❚❘❯❊ ✮

❞❛t❛ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s

✵✳✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✸✹✷✵✶✵✵✵

✵✳✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✸✹✷✵✷✵✵✵

✵✳✵✵✶✵✷✹✵✻✻ ✸✹✷✵✸✵✵✵

✵✳✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✸✹✷✵✹✵✵✵

✵✳✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✸✹✷✵✺✵✵✵

✵✳✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✸✹✷✵✻✵✵✵

✲✵✳✵✵✶✵✷✹✵✻✻ ✸✹✷✵✼✵✵✵

✵✳✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✸✹✷✵✽✵✵✵

✵✳✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✸✹✷✵✾✵✵✵

✵✳✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✸✹✷✶✵✵✵✵

❚❤❡ r❈✉♠❙✉♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❧♦ts t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡t✉r♥s ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✜rst s✐① ❞❛②s

♦❢ ▼❙❋❚ ❚❚❙ ❞❛t❛ ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❡✈❡r② t✐❝❦ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳

★ ❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❞❛②s ♦❢ ▼❙❋❚ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡t✉r♥s✳

❃ ♣❛r✭♠❢r♦✇❂❝✭✷✱✸✮✮

❃ t♠♣ ❁✲ s❛♣♣❧②✭✶✿✻✱ ❢✉♥❝t✐♦♥✭①✱ r❡ts✮④♣❧♦t✭r❈✉♠❙✉♠✭r❡ts❬❬①❪❪✮✱ ②❧❛❜❂✧❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❘❡t✉r♥✧✱ ①❧❛❜❂✧✧✮⑥✱ r❡ts❂♠s❢t✳r❡❛❧✳tts✮

❚❤❡ ❞❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❢♦r ❡❛s❡ ♦❢ ✉s❡ ❛♥❞ ❛r❡✿

❃ ❞❛t❛✭❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡✮

❃ ❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡

✷❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴❢❛❝✉❧t②✳✇❛s❤✐♥❣t♦♥✳❡❞✉✴❡③✐✈♦t✴
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▼❙❋❚ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡t✉r♥s ❛❧✐❣♥❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t✐❝❦ t✐♠❡✳

❬✶❪ ✧✺✴✶✴✶✾✾✼✧ ✧✺✴✷✴✶✾✾✼✧ ✧✺✴✺✴✶✾✾✼✧ ✧✺✴✻✴✶✾✾✼✧ ✧✺✴✼✴✶✾✾✼✧ ✧✺✴✽✴✶✾✾✼✧

❬✼❪ ✧✺✴✾✴✶✾✾✼✧ ✧✺✴✶✷✴✶✾✾✼✧ ✧✺✴✶✸✴✶✾✾✼✧ ✧✺✴✶✹✴✶✾✾✼✧ ✧✺✴✶✺✴✶✾✾✼✧

✷ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❱❛r✐❛♥❝❡

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ t❤❡♦r② ❜❡❤✐♥❞ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❛♥❞

✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧

r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❇❛r♥❞♦r✛✲◆✐❡❧s♦♥ ❛♥❞ ❙❤❡♣♣❛r❞✱ ✷✵✵✷✮✱ ❦❡r♥❡❧ ❜❛s❡❞

❡st✐♠❛t♦rs ✭❩❤♦✉✱ ✶✾✾✻❀ ❍❛♥s❡♥ ❛♥❞ ▲✉♥❞❡✱ ✷✵✵✻✱ ✷✵✵✹❀ ❇❛r♥❞♦r✛✲◆✐❡❧s❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✱ s✉❜✲s❛♠♣❧❡ ❜❛s❡❞

❡st✐♠❛t♦rs ✭❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✱ ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦ts ✭❋❛♥❣✱ ✶✾✾✻❀ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ P❛②s❡✉r✱ ✷✵✵✼✮✳

❯♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇

♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞❛② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r✐❝❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ❜❡✿

Pti,m = P ∗
ti,m

U ti,m i = 1, 2, ..., (m + 1) ✭✶✮

✇❤❡r❡ ti r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ it❤ ✐♥❞❡① t❤❡ m + 1 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r✐❝❡ s❡r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❚❚❙ ♦r ❈❚❙ ✇✐t❤ ❛ 1
m

s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ P ∗
ti,m

✐s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣r✐❝❡ ❛♥❞ Uti,m ✐s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♥♦✐s❡✳ ❆ ❧♦❣✲r❡t✉r♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
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②✐❡❧❞s✸✿

pti,m − pti−1,m
︸ ︷︷ ︸

yi,m

≡
p∗ti,m

− p∗ti−1,m
︸ ︷︷ ︸

y∗
i,m

+
uti,m − uti−1,m
︸ ︷︷ ︸

ei,m

i = 1, 2, ...,m ✭✷✮

❲❤❡r❡ p∗ ≡ ln(P ∗)✱ p ≡ ln(P )✱ ❛♥❞ u ≡ ln(U)✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❧♦❣ ♣r✐❝❡ ♣r♦❝❡ss✱ p∗✱ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❧♦❝❛❧ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✿

dp∗ = σ(t)dw(t) ✭✸✮

✇❤❡r❡ dw(t) ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ σ(t) ✐s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛❞❧❛❣ s♣♦t ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡

q✉❛❞r❛t✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s✉❜✲✐♥t❡r✈❛❧ Ti,m t♦ Ti−1,m ✭Ti,m − Ti−1,m ✐s ✉s✉❛❧❧② ♦♥❡ ❞❛②✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

QVi,m = E(y∗2
i,m) 1, 2, ...,m ✭✹✮

❚❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣r✐❝❡ ♣r♦❝❡ss

RV
(m)
∗ =

m∑

i=1

y∗2
i,m ✭✺✮

❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ q✉❛❞r❛t✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛s m → ∞ ✳ ✭❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐❢ t❤❡ ❧♦❣✲♣r✐❝❡

♣r♦❝❡ss ✐s ■t♦✳✮

❍♦✇❡✈❡r✱ y∗
i,m ✐s ❧❛t❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ yi,m

RV (m) =
m∑

i=1

y2
i,m ✭✻✮

✐s ❜✐❛s❡❞ ❛s m → ∞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦ str✉❝t✉r❡ ♥♦✐s❡✱ ei,m✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✿

RV (m) =
m∑

i=1

y2
i,m =

m∑

i=1

y∗2
i,m

︸ ︷︷ ︸

RV
(m)
∗

+

m∑

i=1

e2
i,m

︸ ︷︷ ︸

RV
(m)
u

+

2 ·
m∑

i=1

y∗
i,mei,m

︸ ︷︷ ︸

2RC
(m)
∗,u

✭✼✮

✸❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❘❡❛❧✐③❡❞ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ②♦✉r ❧♦❣ r❡t✉r♥ ✈❡❝t♦r ✐s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ yi,m ✇✐t❤ m ❛t ❛s ❤✐❣❤ ❛
❢r❡q✉❡♥❝② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
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❚❤❡ ❜✐❛s ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦❝❡ss✱ RV
(m)
u ✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ RC
(m)
∗,u ✳ ❚❤✐s ❜✐❛s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛s m → ∞

✭❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ♣r✐❝❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✮ ❞✉❡ t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡

❛✉t♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦❝❡ss ❦♥♦✇♥ ❛s ❜✐❞✲❛s❦✲❜♦✉♥❝❡✳

✷✳✶ ❙✐❣♥❛t✉r❡ P❧♦ts

❚❤❡ ✉♣✇❛r❞ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r ❛t ❤✐❣❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ✐♥ ❛ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦t ✭❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵ ❛♥❞ ❋❛♥❣✱ ✶✾✾✻✮✳ ❚❤✐s t♦♦❧ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡

s❛♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛❝r♦ss n ❞❛②s ✭♦❢t❡♥ ❢♦r ♦♥❡ ②❡❛r ♦r ♠♦♥t❤✮✱ RV
(m)

= 1
n

∑n

t=1 RV
(m)
t ✱ ❛s ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ 1
m
✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❙✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦t✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡ t❛❦❡s

❛ ❤❛♥❞s ♦✛ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡ ✇❤❡♥ t❤❡ r❙✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❛②s

t❤❡ ✏✐t❡r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✑ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❣✉♠❡♥ts ♠✉st ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞✹✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st r❡t✉r♥ ❛♥

♦❜❥❡❝t ♦❢ t②♣❡ r❡❛❧✐③❡❞❖❜❥❡❝t t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ Ti,m −Ti−1,m ✭✉s✉❛❧❧② ❡❛❝❤ tr❛❞✐♥❣ ❞❛②✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs

✐♥ t❤❡ r❙✐❣♥❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❛t❛ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐st ♦❢

r❡❛❧✐③❡❞❖❜❥❡❝ts t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✐♠♣❧② r❡t✉r♥s t❤❡ ♥❡①t ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐st✿

❃ ♣❛r✭♠❢r♦✇❂❝✭✶✱✶✮✮

❃ s✐♠♣❧❡■t❡r❛t✐♦♥ ❁✲ ❢✉♥❝t✐♦♥✭①✱ ✐✱❛r❣s✮④①❬❬✐❪❪⑥

❆ s✐① ❞❛② ✈❛r✐❛♥❝❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦t ❢♦r ▼❙❋❚ ✺✴✶✴✶✾✾✼ t♦ ✺✴✽✴✶✾✾✼ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳

★ ❋✐❣✉r❡ ✷

❃ ♣❧♦t✭r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✭✶✿✶✷✵✮✯✶✵✰✶✱ ♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts✱ ①s❝❛❧❡❂✶✴✻✵✱ ✐t❡r❛t✐♦♥✳❢✉♥❝t❂✧s✐♠♣❧❡■t❡r❛t✐♦♥✧✱

✐t❡r❛t✐♦♥s❂✶✿✻✮✱ ②❧❛❜❂✧❘❡❛❧✐③❡❞ ❱❛r✐❛♥❝❡✧✱ ①❧❛❜❂✧❙❛♠♣❧✐♥❣ ❋r❡q✉❡♥❝② ✭▼✐♥✉t❡s✮✧✱ ♠❛✐♥❂✧▼❙❋❚✧✱

s✉❜❂♣❛st❡✭❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡❬❬✶❪❪✱ ❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡❬❬✶✶❪❪✱ s❡♣❂✧ ✲ ✧✮✮

✷✳✶✳✶ ❖♥❡ ❉❛② ❙✐❣♥❛t✉r❡ P❧♦ts

❆✈❡r❛❣✐♥❣ ❛❝r♦ss ♠❛♥② ❞❛②s ❝❛♥ ♦❜❢✉s❝❛t❡ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

❚❤✐s r❛♥❣❡ ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❜✐❛s❡❞✳ ■♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

t❤❡r❡ ✐s ♦❢t❡♥ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t♦ s❛♠♣❧❡ ❛t ✺✱ ✶✵✱ ✶✺ ♦r ✷✵ ♠✐♥✉t❡s✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs ♦❢t❡♥ ✉s❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜✐❛s ❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦t ✭❡✳❣✳ s♦♠❡✇❤❡r❡ ❛r♦✉♥❞ ❛ ✸

♠✐♥✉t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✮ ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡s

❡✈❡♥ ❛❢t❡r t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♠✐❝r♦ str✉❝t✉r❡ ❜✐❛s✳ P❛②s❡✉r ✭✷✵✵✼✮ ✉s❡s

✹■♥ ♠② ♦✇♥ r❡s❡❛r❝❤ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ❖❉❇❈ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ ♠② ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♠❡ t♦ q✉❡r②
t❤❡ ♥❡①t ❞❛②✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❙✐① ❉❛② ❆✈❡r❛❣❡ ❙✐❣♥❛t✉r❡ P❧♦t ❢♦r ▼❙❋❚ ✺✴✶✴✶✾✾✼ t♦ ✺✴✽✴✶✾✾✼

t❤❡ ♦♥❡ ❞❛② s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦t t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ ✈♦❧❛t✐❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ t♦ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣

❢r❡q✉❡♥❝②✳

❚❤❡ r❙✐❣♥❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥♣✉ts✿

❃ ❛r❣s✭r❙✐❣♥❛t✉r❡✮

❢✉♥❝t✐♦♥ ✭r❛♥❣❡✱ ①✱ ② ❂ ◆❯▲▲✱ t②♣❡ ❂ ✧♥❛✐✈❡✧✱ ❝♦r ❂ ❋❆▲❙❊✱ ❛r❣s ❂ ❧✐st✭✮✱

①s❝❛❧❡ ❂ ✶✱ ✐t❡r❛t✐♦♥✳❢✉♥❝t ❂ ✧✧✱ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❂ ◆❯▲▲✱ ♣❧♦t✐t ❂ ❋❆▲❙❊✱ ❝ts

❂ ❚❘❯❊✱ ♠❛❦❡❘❡t✉r♥s ❂ ❋❆▲❙❊✮

• r❛♥❣❡ ✐s ❛ ♥✉♠❡r✐❝ ✈❡❝t♦r t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❛s ✐♥♣✉ts t♦ r❡❛❧✐③❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs✳

• ①✐s ❛ r❡❛❧✐③❡❞❖❜❥❡❝t ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛ss❡t

• ②✐s ❛ r❡❛❧✐③❡❞❖❜❥❡❝t ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛ss❡t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

• t②♣❡✐s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t♦r t♦ ✉s❡✳ ■❢ ②❂◆❯▲▲t❤❡♥ t❤❡♥ t②♣❡ ♠✉st ❜❡ t❤❡ ✯ str✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r✈✳✯❢✉♥❝t✐♦♥s
❛♥❞ ✐❢ ② ✐s ♥♦t ◆❯▲▲ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ✯ str✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❝✳✯❢✉♥❝t✐♦♥s✳

• ❝♦r✐❢ ❚❘❯❊ ❛♥❞ ② ✐s ♥♦t ◆❯▲▲ ❛ r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s r❡t✉r♥❡❞✳

• ①s❝❛❧❡ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ① ❛①✐s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r r❡t✉r♥s s❛♠♣❧❡❞ ❛t ❡✈❡r② s❡❝♦♥❞✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t❤❡
①❛①✐s t♦ ❜❡ ✐♥ ♠✐♥✉t❡s t❤❡♥ ①s❝❛❧❡❂✶✴✻✵✮

❆ ♦♥❡ ❞❛② s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦t ♦❢ ▼❙❋❚ ❢♦r ▼❛② ✶✱ ✶✾✾✼✱ ❛t ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❝♦♥❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ s❡❝♦♥❞

t♦ ✷✵ ♠✐♥✉t❡s t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐s✿

❃ t❡st✳s✐❣ ❁✲ r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✶✿✶✷✵✵✱ ♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ①s❝❛❧❡❂✶✴✻✵✮
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❋✐❣✉r❡ ✸❆ ❛♥❞ ✸❇✿ ❖♥❡ ❉❛② ❙✐❣♥❛t✉r❡ P❧♦ts ❢♦r ▼❙❋❚✱ ✺✴✶✴✶✾✾✼

t❤❡ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ✐s r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ r❙✐❣♥❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛♥ ① ❛♥❞ ❛ ② ❝♦♠♣♦♥❡♥t s♦ t❤❛t ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❧ t♦

♣❧♦t ✇✐❧❧ ♣❧♦t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡r✐❝❛❧ ❛①✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❃ ♥❛♠❡s✭t❡st✳s✐❣✮

❬✶❪ ✧①✧ ✧②✧ ✧①❣r✐❞✧ ✧t②♣❡✧ ✧❝♦r✧ ✧❝♦✈✧ ✧❝ts✧

❋✐❣✉r❡ ✸❆ s❤♦✇s t❤✐s ♦♥❡ ❞❛② r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦t✳

★ ❋✐❣✉r❡ ✸❆

❃ ♣❧♦t✭t❡st✳s✐❣✱ ②❧❛❜❂✧❘❡❛❧✐③❡❞ ❱❛r✐❛♥❝❡✧✱ ①❧❛❜❂✧❙❛♠♣❧✐♥❣ ❋r❡q✉❡♥❝② ✭▼✐♥✉t❡s✮✧

✱ ♠❛✐♥❂✧▼❙❋❚✧✱ s✉❜❂❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡❬❬✶❪❪✮

❚❤❡s❡ ♦♥❡ ❞❛② s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦ts ❛r❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✉s❡rs ♠❛♥✉❛❧ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤

❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ✐♥♣✉ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡

❡st✐♠❛t♦r ✐t ✐s ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ❧❡❛✈❡ ♦✉t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣❧♦t✿

★ ❋✐❣✉r❡ ✸❇

❃♣❧♦t✭①❂t❡st✳s✐❣✩①❬✲✭✶✿✷✵✮❪✱ ②❂t❡st✳s✐❣✩②❬✲✭✶✿✷✵✮❪✱ ②❧❛❜❂✧❘❡❛❧✐③❡❞ ❱❛r✐❛♥❝❡✧✱ ①❧❛❜❂✧❙❛♠♣❧✐♥❣ ❋r❡q✉❡♥❝② ✭▼✐♥✉t❡s✮✧✱

♠❛✐♥❂✧▼❙❋❚✧✱ s✉❜❂❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡❬❬✶❪❪✮

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ ♦♥ t❤✐s ♦♥❡ ❞❛② ♣❧♦t✳ ■❢ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣

❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✺ ♠✐♥✉t❡s ✐s ✉s❡❞ t❤❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❝❛♥ ❧✐❡ ❛♥②✇❤❡r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✵✵✵✸ ❛♥❞ ✵✳✵✵✵✻✳ ❚❤✐s ✐s

❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ s✐♠♣❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡

❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤❡s❡ ❣r❛♣❤s ♣r❡s❡♥t ♦♥❧② st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡✳ ❆♥ ♦❜✈✐♦✉s t♦♦❧

t❤❛t ✐s ♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✇✐t❤ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡s❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲r❡t✉r♥s ❛♥❞

s✉✛❡r ❢r♦♠ s✐♠✐❧❛r ❜✐❛s ♣r♦❜❧❡♠s ❛s t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs t❤❡♠s❡❧✈❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹❆ ❛♥❞ ✹❇✿ ❆❈❋ ❢♦r ▼❙❋❚ ▼❛② ✶✱ ✶✾✾✼ ❛♥❞ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❑❡r♥❡❧ ❊st✐♠❛t♦r ♦❢ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❛s ❛ ❋✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❣s✳

✷✳✷ ❑❡r♥❡❧ ❊st✐♠❛t♦rs

❚❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✱ ✸❆ ❛♥❞ ✸❇ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♠✐❝r♦ str✉❝t✉r❡ ♥♦✐s❡ ❜✐❛s ✐♥

r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❜✐❛s❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ ❜✐❞✲❛s❦✲❜♦✉♥❝❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡

❛✉t♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦ str✉❝t✉r❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❛♥ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❧♦t ♦❢

t❤❡ r❡t✉r♥s ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝②✿

❃ ❛❝❢✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✩❞❛t❛✱ ♠❛✐♥❂✧❆❈❋✿ ▼❙❋❚✧✮

❍❛♥s❡♥ ❛♥❞ ▲✉♥❞❡ ✭✷✵✵✻✱ ✷✵✵✹✮❀ ❩❤♦✉ ✭✶✾✾✻✮❀ ❇❛r♥❞♦r✛✲◆✐❡❧s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ ✭❛❞❞ ❇◆❙❍▲✮ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡

✉s❡ ♦❢ ❦❡r♥❡❧ ❡st✐♠❛t♦rs t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❜✐❛s t❤❛t ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♥♦✐s❡

❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t ❛s ❧♦♥❣ r✉♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥

✐♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❛❧②s✐s✳

RVKernel = γ̂0 +
H∑

h=1

k
(h − 1

H

){

γ̂h + ˆγ−h

}

✭✽✮

γ̂h ≡
m∑

i=1

yi,myi+h,m ✭✾✮

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②✿

γ̃h ≡
m

m − h

m∑

i=1

yi,myi+h,m ✭✶✵✮
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❑❡r♥❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✹❇ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❦❡r♥❡❧ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡❞ ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝② ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❣s ♦✈❡r❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦t ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✸❇✳

★ ❋✐❣✉r❡ ✹❇

❃ ♣❧♦t✭①❂t❡st✳s✐❣✩①❬✲✭✶✿✷✵✮❪✱②❂t❡st✳s✐❣✩②❬✲✭✶✿✷✵✮❪✱②❧❛❜❂✧❘❡❛❧✐③❡❞ ❱❛r✐❛♥❝❡✧✱ ①❧❛❜❂✧❙❛♠♣❧✐♥❣ ❋r❡q✉❡♥❝② ✭▼✐♥✉t❡s✮✧✱

♠❛✐♥❂✧▼❙❋❚✧✱s✉❜❂❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡❬❬✶❪❪✮

❃ t❡st✳r❡❝t ❁✲ r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✶✿✹✵✵✱ ♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ①s❝❛❧❡❂✶✴✷✵✱ t②♣❡❂✧❦❡r♥❡❧✧✱ ❛r❣s❂❧✐st✭t②♣❡❂✧r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✧✮✮

❃ ❧✐♥❡s✭t❡st✳r❡❝t✱ ❝♦❧❂✷✱ ❧✇❞❂✷✮

❃ ❛①✐s✭✸✱ ❝✭✵✱✭✶✿✺✮✯✹✮✱ ❝✭✧▲❛❣s✿✧✱❛s✳❝❤❛r❛❝t❡r✭✭✶✿✺✮✯✽✵✮✮✮

❃ ❧❡❣❡♥❞✭✶✺✱✳✵✵✵✽✱❝✭✧❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r✧✮✱ ❧✇❞❂❝✭✷✮✱ ❝♦❧❂❝✭✷✮✮

❚❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❦❡r♥❡❧ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r ❞♦❡s ❤❛✈❡ ❧❡ss ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ✐♥♣✉ts ✭❧❛❣s✮
t❤❛♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡
t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡r♥❡❧s ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❢❛r ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❦❡r♥❡❧s✱ k
(

h−1
H

)

✱ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❇❛r♥❞♦r✛✲◆✐❡❧s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✿

❃ r❑❡r♥❡❧✳❛✈❛✐❧❛❜❧❡✭✮

❬✶❪ ✧❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r✧ ✧❇❛rt❧❡tt✧ ✧❙❡❝♦♥❞✧ ✧❊♣❛♥❡❝❤♥✐❦♦✈✧ ✧❈✉❜✐❝✧ ✧❋✐❢t❤✧

❬✼❪ ✧❙✐①t❤✧ ✧❙❡✈❡♥t❤✧ ✧❊✐❣❤t❤✧ ✧P❛r③❡♥✧ ✧❚✉❦❡②❍❛♥♥✐♥❣✧ ✧▼♦❞✐❢✐❡❞❚✉❦❡②❍❛♥♥✐♥❣✧

❆♥❞ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❜❡❧♦✇✿

★ ❋✐❣✉r❡ ✺

❃ ♣❛r✭♠❢r♦✇❂❝✭✸✱✹✮✮

❃ ① ❁✲ ✭✵✿✶✵✵✮✯✳✵✶

❃ ❢♦r✭✐ ✐♥ ✶✿❧❡♥❣t❤✭r❑❡r♥❡❧✳❛✈❛✐❧❛❜❧❡✭✮✮✮

♣❧♦t✭①❂①✱②❂s❛♣♣❧②✭①✱ ❋❯◆❂✧r❑❡r♥❡❧✧✱ t②♣❡❂r❑❡r♥❡❧✳❛✈❛✐❧❛❜❧❡✭✮❬✐❪✮✱

①❧❛❜❂✧✧✱ ②❧❛❜❂✧✧✱ ♠❛✐♥❂r❑❡r♥❡❧✳❛✈❛✐❧❛❜❧❡✭✮❬✐❪✱②❧✐♠❂❝✭✵✱✶✮✮

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻❆ t❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ❚✉❦❡②✲❍❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❇❛rt❧❡tt ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛♥❞ s❤♦✇ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
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✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ✐♥♣✉ts✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡✐r ❡st✐♠❛t❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ✈❛r② ♠✉❝❤ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❧❛❣ ❧❡♥❣t❤✳ P❛②s❡✉r ✭✷✵✵✼✮

r❡❝♦♠♠❡♥❞s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♣❧♦t ❛s ❛ ✏s♣♦t ❝❤❡❝❦✑ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐♥ ❛
❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛♥♦r ❛s t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❝❤❛♥❣❡s✳

★ ❋✐❣✉r❡ ✻❆

❃ ♣❛r✭♠❢r♦✇❂❝✭✶✱✶✮✮

❃ ♣❧♦t✭①❂t❡st✳s✐❣✩①❬✲✭✶✿✷✵✮❪✱②❂t❡st✳s✐❣✩②❬✲✭✶✿✷✵✮❪✱②❧❛❜❂✧❘❡❛❧✐③❡❞ ❱❛r✐❛♥❝❡✧✱ ①❧❛❜❂✧▼✐♥✉t❡s✧✱ ♠❛✐♥❂✧▼❙❋❚✧✱s✉❜❂❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡❬❬✶❪❪✮

❃ t❡st✳♠t❤ ❁✲ r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✶✿✹✵✵✱ ♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ①s❝❛❧❡❂✶✴✷✵✱ t②♣❡❂✧❦❡r♥❡❧✧✱ ❛r❣s❂❧✐st✭t②♣❡❂✧♠t❤✧✮✮

❃ t❡st✳❜❛rt ❁✲ r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✶✿✹✵✵✱ ♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ①s❝❛❧❡❂✶✴✷✵✱ t②♣❡❂✧❦❡r♥❡❧✧✱ ❛r❣s❂❧✐st✭t②♣❡❂✧❜❛rt❧❡tt✧✮✮

❃ ❧✐♥❡s✭t❡st✳♠t❤✱ ❝♦❧❂✸✱ ❧✇❞❂✷✮

❃ ❧✐♥❡s✭t❡st✳❜❛rt✱ ❝♦❧❂✹✱ ❧✇❞❂✷✮

❃ ❛①✐s✭✸✱ ❝✭✵✱✭✶✿✺✮✯✹✮✱ ❝✭✧▲❛❣s✿✧✱❛s✳❝❤❛r❛❝t❡r✭✭✶✿✺✮✯✽✵✮✮✮

❃ ❧❡❣❡♥❞✭✶✺✱✳✵✵✵✽✱❝✭✧▼♦❞ ❚✲❍✧✱ ✧❇❛rt❧❡tt✧✮✱ ❧✇❞❂❝✭✷✱✷✮✱ ❝♦❧❂❝✭✸✱✹✮✮

✷✳✸ ❙✉❜s❛♠♣❧❡ ❊st✐♠❛t♦rs

❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ RV (m) ❛s t❤❡ ✜❢t❤✲❜❡st r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r s❛♠♣❧✐♥❣

❢r❡q✉❡♥❝② ❛s ❢♦✉rt❤✲❜❡st✱ ❛♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦✇❡r s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛s t❤✐r❞✲❜❡st✳ ❚❤❡✐r ✜rst

❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ s✉❜✲s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✱

♦r s♣❛rs❡ ❣r✐❞✱ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ✉s❡ ♠✐♥✉t❡ ♣r✐❝❡s ❢♦r ❛♥

❛ss❡t ❛♥❞ m =✺ ♠✐♥✉t❡s t❤❡♥ ❡✈❡r② ✜❢t❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞

❜② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✿ ✶✱ ✻✱ ✶✶✱ ✶✻✱ ... ✳ ❚❤✐s ✐❣♥♦r❡s t❤❡ ♦t❤❡r s✉❜✲s❛♠♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ s✉❝❤ ❛s✿ ✷✱ ✼✱

✶✷✱ ✶✼✱ ✳✳✳ ❛♥❞ ✸✱ ✽✱ ✶✸✱ ✶✽✱ ... ✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ❣r✐❞✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡✈❡r② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s G ❛♥❞ n = |G|✱

♦r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ G✳ G ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ k ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s✉❜✲❣r✐❞s G(k) ♦❢ s✐③❡ ✱nk ✳ ❚❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❛❜♦✈❡

②✐❡❧❞s G = {pt1 , pt2 , pt3 , pt4 , pt5 , pt6 , pt7 , pt8 , pt9 , pt10 , pt11 , ...} ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡

s✉❜✲❣r✐❞✱ G
(5)
1 = {pt1 , pt6 , pt11 , ...} ❛♥❞ G

(5)
2 = {pt2 , pt7 , pt12 , ...}✳ ❚❤❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s♣❛rs❡ ❣r✐❞✱

G
(k)
i ✱ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②✿

RV (k,i)
sparse ≡

nk∑

tjt,t,+j,∈Gi

(ptj,+, − ptj
)2 ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ ptj,+, ✐s t❤❡ ♥❡①t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r✐❞ i✳ ❚❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r✱ RV (m)✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

RV
( 1

m
,1)

sparse✳

❚❤❡✐r s❡❝♦♥❞ ❜❡st r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✭✶✶✮ ♦✈❡r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣r✐❞s✱ ♦r s✉❜✲

s❛♠♣❧❡s✱

RV
(k)
Avg =

1

k

k∑

i=1

RV (k,i)
sparse ✭✶✷✮

❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭✶✷✮✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s st✐❧❧ ❜✐❛s❡❞ ❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜✉t ✐t ❣r❡❛t❧② ❧♦✇❡rs t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡



✷ ❘❊❆▲■❩❊❉ ❱❆❘■❆◆❈❊ ✶✸

r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❜❡st ❡st✐♠❛t♦r✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ t✇♦ t✐♠❡s❝❛❧❡s ❡st✐♠❛t♦r✱ ❝♦✉♣❧❡s RV
(k)
Avg

✇✐t❤ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝② ♣♦ss✐❜❧❡✱ RV
(all)
sparse ✿

RV
(k)
TS = RV

(k)
Avg −

nk

n
RV (all)

sparse ✭✶✸✮

❚❤❡ t✇♦✲t✐♠❡s❝❛❧❡ ❡st✐♠❛t♦r ♠❛② ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t

RV
(k)
TS,Adj = (1 −

nk

n
)−1RV

(k)
TS ✭✶✹✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ❆✐t✲❙❛❤❛❧✐❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❛ s❧✐❣❤t ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ RV
(k)
Avg ✇❤❡♥ k ✐s ❧❛r❣❡✿

RV
(k)
TS,AA =

n

(k − 1)nk

RV
(k)
TS ✭✶✺✮

✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝s ❛s RV
(k)
TS,Adj ✳

❋✐❣✉r❡ ✻❇ ❞✐s♣❧❛②s ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛✱ ❜✉t t❤✐s ❞❛t❛ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✜rst t♦ ❛ ✸✵ s❡❝♦♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❚❤❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦✲t✐♠❡s❝❛❧❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭✶✸✱ ✶✹✱✶✺✮ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉❜❣r✐❞s✳

★ ❋✐❣✉r❡ ✻❇

t❡st✳s✐❣✳♠✐♥ ❁✲ r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✶✿✶✷✵✱ ♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ①s❝❛❧❡❂✶✴✷✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✸✵✮✮

❃ ♣❧♦t✭t❡st✳s✐❣✳♠✐♥✱ ②❧❛❜❂✧❘❡❛❧✐③❡❞ ❱❛r✐❛♥❝❡✧✱ ①❧❛❜❂✧▼✐♥✉t❡s✧✱ ♠❛✐♥❂✧▼❙❋❚✧✱ s✉❜❂❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡❬❬✶❪❪✮

❃ t❡st✳tt ❁✲ r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✶✿✷✵✱ ♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ①s❝❛❧❡❂✸✱ t②♣❡❂✧t✐♠❡s❝❛❧❡✧✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❞❥✳t②♣❡❂✧❝❧❛ss✐❝✧✱ ❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮✮

❃ t❡st✳tt✳❛❞❥ ❁✲ r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✶✿✷✵✱ ♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ①s❝❛❧❡❂✸✱ t②♣❡❂✧t✐♠❡s❝❛❧❡✧✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❞❥✳t②♣❡❂✧❛❞❥✧✱ ❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮✮

❃ t❡st✳tt✳❛❛ ❁✲ r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✶✿✷✵✱ ♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ①s❝❛❧❡❂✸✱ t②♣❡❂✧t✐♠❡s❝❛❧❡✧✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❞❥✳t②♣❡❂✧❛❛✧✱ ❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮✮

❃ ❧✐♥❡s✭t❡st✳tt✱ ❝♦❧❂✸✱ ❧✇❞❂✷✮ ❃ ❧✐♥❡s✭t❡st✳tt✳❛❞❥✱ ❝♦❧❂✹✱ ❧✇❞❂✷✮

❃ ❧✐♥❡s✭t❡st✳tt✳❛❛✱ ❝♦❧❂✺✱ ❧✇❞❂✷✮

❃ ❛①✐s✭✸✱ ❝✭✵✱✭✶✿✺✮✯✶✷✮✱ ❝✭✧❙✉❜❣r✐❞s✿✧✱❛s✳❝❤❛r❛❝t❡r✭✭✶✿✺✮✯✹✮✮✮

❃ ❧❡❣❡♥❞✭✹✺✱✳✵✵✵✻✱❝✭✧❈❧❛ss✐❝✧✱ ✧❆❞❥✧✱ ✧❆❆✧✮✱ ❧✇❞❂❝✭✷✱✷✱✷✮✱ ❝♦❧❂❝✭✸✱✹✱✺✮✮

✷✳✹ ❙✐♥❣❧❡ ❊st✐♠❛t❡s

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✈❛r✐♦✉s r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♦♥ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦ts✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

s❤♦✇s t❤❛t ♦♥❡ ♠✉st ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧ ✇❤❡♥ t❤❡② ❝❤♦♦s❡ ✇❤❛t t②♣❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t♦r t♦ ✉s❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉ts t♦ ♣❛ss

t♦ t❤❛t ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ✐♥♣✉ts t❤❡ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉ts t♦ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ r❙✐❣♥❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❇❡❧♦✇ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s t♦ ❡❛❝❤ t②♣❡

♦❢ ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❤❡❧♣ ♣❛❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♦♥ t❤❡ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡

❤❡❧♣ ♣❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ②♦✉ ❝❛♥ ✜♥❞ ✉s✐♥❣✿
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❋✐❣✉r❡ ✻❆ ❛♥❞ ✻❇✿❑❡r♥❡❧ ❛♥❞ ❚✇♦✲❚✐♠❡s❝❛❧❡ ❊st✐♠❛t❡s ♦❢ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❛s ❛ ❋✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❣s ❛♥❞ ❙✉❜❣r✐❞s✳

❃ ❄r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡

❇❡❧♦✇ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

❃ ❃ ★ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❊st✐♠❛t❡ ❛t ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝②

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧♥❛✐✈❡✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✮

❬✶❪ ✵✳✵✵✹✻✹✷✷✷✾

❃ ★ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❊st✐♠❛t❡ ❛t ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧♥❛✐✈❡✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮✮

❬✶❪ ✵✳✵✵✵✹✽✽✹✼✾✺

❃ ★ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❊st✐♠❛t❡ ❛t ✶✵ ♠✐♥✉t❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧♥❛✐✈❡✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✵✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮✮

❬✶❪ ✵✳✵✵✵✺✷✾✾✷✺✼

❃ ★ ❇❛rt❧❡tt ❑❡r♥❡❧ ❊st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ ♠✐♥✉t❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❞❛t❛ ❛t ✷✵ ❧❛❣s

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧❦❡r♥❡❧✧✱ ❧❛❣s❂✷✵✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✱ t②♣❡❂✧❇❛rt❧❡tt✧✮✮

❬✶❪ ✵✳✵✵✵✸✽✶✺✵✼✼

❃ ★ ❈✉❜✐❝ ❑❡r♥❡❧ ❊st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ❞❛t❛ ❛t ✹✵✵ ❧❛❣s

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧❦❡r♥❡❧✧✱ ❧❛❣s❂✹✵✵✱ ❛r❣s❂❧✐st✭t②♣❡❂✧❈✉❜✐❝✧✮✮

❬✶❪ ✵✳✵✵✵✸✾✽✻✷✶✸

❃ ★ ❚✇♦✲❚✐♠❡s❝❛❧❡ ❊st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ ♠✐♥✉t❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❞❛t❛ ❛t ✶✵ s✉❜❣r✐❞s

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧t✐♠❡s❝❛❧❡✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✵✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮✮

❬✶❪ ✵✳✵✵✵✸✼✷✹✾✸✺

❃ ★ ❙✉❜s❛♠♣❧❡ ❆✈❡r❛❣❡ ❊st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ❞❛t❛ ❛t ✻✵✵ s✉❜❣r✐❞s

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧❛✈❣✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✻✵✵✮ ❬✶❪ ✵✳✵✵✵✹✵✶✻✻✽✹

✸ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡

❘❡❛❧✐③❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛ ❜✐❛s t♦✇❛r❞ ③❡r♦ ❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞✱ s✐♠✐❧❛r t♦ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✱

t❤✐s ❜✐❛s ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛t ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♠♦r❡ ✈♦❧❛t✐❧❡ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢

t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦♥❡ ❞❛② r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✐❣♥❛t✉r❡

♣❧♦ts✳ ❚❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛♥② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ✭❇❛♥❞✐ ❛♥❞ ❘✉ss❡❧❧✱ ✷✵✵✼✱❞❡ P♦♦t❡r ❡t ❛❧✳✱



✸ ❘❊❆▲■❩❊❉ ❈❖❱❆❘■❆◆❈❊ ✶✺

❋✐❣✉r❡ ✼❆ ❛♥❞ ✼❇✿ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ③❡r♦ ❝♦✲r❡t✉r♥s ❛♥❞ ❆✈❡r❛❣❡ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❙✐❣♥❛t✉r❡ P❧♦t ❢♦r ❏❛♥✉❛r② ✷✱ ✷✵✵✹ ▼❙❋❚ ❛♥❞ ●❊

✷✵✵✺✱❋❧❡♠♠✐♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱❍❛②❛s❤✐ ❛♥❞ ❨♦s❤✐❞❛✱ ✷✵✵✺✱●r✐✣♥ ❛♥❞ ❖♦♠❡♥✱ ✷✵✵✻✱❱♦❡✈ ❛♥❞ ▲✉♥❞❡✱ ✷✵✵✻ ❛♥❞

❙❤❡♣♣❛r❞✱ ✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❛❧✐③❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ RV (m)✿

RC(m) =
m∑

i=1

yi,mxi,m ✭✶✻✮

❚❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐❛s r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♥♦♥✲s②♥❝❤r♦♥♦✉s tr❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ③❡r♦ r❡t✉r♥s✳ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮

❞✐s❝✉ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❲❤❡♥ ♦♥❡ st♦❝❦ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♣r✐❝❡ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ♦r ❤❛s ❛ ③❡r♦ r❡t✉r♥✱

t❤❡♥ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♦t❤❡r st♦❝❦ ♠♦✈❡s✱ yi,mxi,m = 0✳ ❆s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❛♥❞

♠♦r❡ ③❡r♦ r❡t✉r♥s ❛♥❞ RC(m) ❜❡❝♦♠❡s ❛ s✉♠ ♦❢ ③❡r♦s✳ ❚❤✐s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❜✐❛s ❛s m → ∞✳ ❚❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ r❝✳③❡r♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ③❡r♦ ❝♦✲r❡t✉r♥s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❃ r❝✳③❡r♦✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✮

❬✶❪ ✵✳✾✾✹✹✵✷✷

❃ r❝✳③❡r♦✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ♣❡r✐♦❞❂✻✵✮

❬✶❪ ✵✳✻✹✶✾✹✸✼

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❙✐❣♥❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✈✐❡✇ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ③❡r♦ ❝♦✲r❡t✉r♥s ❛t ❡❛❝❤

s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✿

★ ❋✐❣✉r❡ ✼❆

❃ t❡st✳③❡r♦ ❁✲ r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✶✿✶✷✵✵✱ ①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧③❡r♦✧✱ ①s❝❛❧❡❂✶✴✻✵✮

❃ ♣❧♦t✭t❡st✳③❡r♦✱ ②❧❛❜❂✧✪ ❩❡r♦✧✱ ①❧❛❜❂✧❙❛♠♣❧✐♥❣ ❋r❡q✉❡♥❝② ✭▼✐♥✉t❡s✮✧✱ ♠❛✐♥❂✧▼❙❋❚ ⑤ ●❊✧✱ s✉❜❂❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡❬❬✶❪❪✮

❚❤❡ ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✜✈❡ ♠✐♥✉t❡s ♦r ❤✐❣❤❡r t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ✷✵✪ ♦❢ t❤❡ ❝♦✲

r❡t✉r♥s t❤❛t ❛r❡ ③❡r♦✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❈❚❙ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡

r❆❝❝✉♠✉❛t✐♦♥✱ r▼❛r❣✐♥❛❧✱ ❛♥❞ r❙❝❛tt❡r❘❡t✉r♥s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✜✈❡ ✐s ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞✳



✸ ❘❊❆▲■❩❊❉ ❈❖❱❆❘■❆◆❈❊ ✶✻

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❧✐❜r❛r② ✇♦r❦ ❢♦r r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥

t❤❡ ① ❛♥❞ ② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❜♦t❤ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ r❡s✉❧t ✐s r❡t✉r♥❡❞✳ ●r✐✣♥ ❛♥❞ ❖♦♠❡♥ ✭✷✵✵✻✮ ✇❡r❡

t❤❡ ✜rst t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦t t♦ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚♦ ♣❧♦t ❛ s✐① ❞❛② ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✐❣♥❛t✉r❡

♣❧♦t ❛t ❡✈❡r② ✜✈❡ s❡❝♦♥❞s ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✿

★ ❋✐❣✉r❡ ✼❇

❃ ♣❧♦t✭r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✭✶✿✸✻✵✮✯✺✰✶✱ ①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts✱ ①s❝❛❧❡❂✶✴✻✵✱ ✐t❡r❛t✐♦♥✳❢✉♥❝t❂✧s✐♠♣❧❡■t❡r❛t✐♦♥✧✱ ✐t❡r❛t✐♦♥s❂✶✿✻✮✱

②❧❛❜❂✧❘❡❛❧✐③❡❞ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡✧✱ ①❧❛❜❂✧❙❛♠♣❧✐♥❣ ❋r❡q✉❡♥❝② ✭▼✐♥✉t❡s✮✧✱ ♠❛✐♥❂✧▼❙❋❚ ⑤ ●❊✧✱ s✉❜❂♣❛st❡✭❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡❬❬✶❪❪✱

❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡❬❬✺❪❪✱ s❡♣❂✧ ✲ ✧✮✮

❚❤✐s s✐① ❞❛② ❛✈❡r❛❣❡ s✐❣♥❛t✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❜✐❛s t♦✇❛r❞s ③❡r♦ ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❧✐❦❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳

✸✳✶ ▲❡❛❞✲▲❛❣ ✴ ❑❡r♥❡❧ ❊st✐♠❛t♦rs

●r✐✣♥ ❛♥❞ ❖♦♠❡♥ ✭✷✵✵✻✮❀ ❱♦❡✈ ❛♥❞ ▲✉♥❞❡ ✭✷✵✵✻✮❛♥❞ ❉❡ P♦♦t❡r✱ ▼❛rt❡♥s✱ ❛♥❞ ✈❛♥ ❉✐❥❦ ✭✷✵✵✺✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t

❛ ❧❡❛❞✲❧❛❣ ❡st✐♠❛t♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ❥✉st ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❦❡r♥❡❧ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤❡②

s❡t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡❛❞ ❛♥❞ ❧❛❣s t♦ ♦♥❡ ❛♥❞ ❛❞❥✉st t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡

✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❦❡r♥❡❧ ❡st✐♠❛t♦rs ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝♦♥t❡①t ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳

RCKernel = γ̂0 +
H∑

h=1

k
(h − 1

H

){

ξ̂h + ˆξ−h

}

✭✶✼✮

ξ̂h ≡
m∑

i=1

yi,mxi+h,m ✭✶✽✮

❛♥❞ ✐❢ ❛❞❥❂❚ t❤❡♥ ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐s ♠❛❞❡✿

ξ̃h ≡
m

m − h

m∑

i=1

yi,mxi+h,m ✭✶✾✮

❆ ♦♥❡ ❞❛② ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ ❧❡ss ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ✐♥♣✉ts t❤❛♥
t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✿

★ ❋✐❣✉r❡ ✽❆

❃ t❡st✳❝♦✈ ❁✲ r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✶✿✶✷✵✵✱①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ①s❝❛❧❡❂✶✴✻✵✮

❃ t❡st✳r❡❝t ❁✲ r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✶✿✻✵✵✱♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱t②♣❡❂✧❦❡r♥❡❧✧✱❛r❣s❂❧✐st✭t②♣❡❂✧r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✧✮✱

①s❝❛❧❡❂✶✴✸✵✮

❃ t❡st✳♠t❤ ❁✲ r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✶✿✻✵✵✱♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱t②♣❡❂✧❦❡r♥❡❧✧✱❛r❣s❂❧✐st✭t②♣❡❂✧♠t❤✧✮✱ ①s❝❛❧❡❂✶✴✸✵✮

❃ ♣❧♦t✭t❡st✳❝♦✈✱ ②❧❛❜❂✧❘❡❛❧✐③❡❞ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡✧✱ ①❧❛❜❂✧▼✐♥✉t❡s✧✱ ♠❛✐♥❂✧●❊ ⑤ ▼❙❋❚✧✮

❃ ❧✐♥❡s✭t❡st✳r❡❝t✱ ❝♦❧❂✸✱ ❧✇❞❂✶✮

❃ ❧✐♥❡s✭t❡st✳♠t❤✱ ❝♦❧❂✹✱ ❧✇❞❂✷✮

❃ ❛①✐s✭✸✱ ❝✭✵✱✭✶✿✺✮✯✹✮✱ ❝✭✧▲❛❣s✿✧✱❛s✳❝❤❛r❛❝t❡r✭✭✶✿✺✮✯✶✷✵✮✮✮
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❋✐❣✉r❡ ✽❆ ❛♥❞ ✽❇✿ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ③❡r♦ ❝♦✲r❡t✉r♥s ❛♥❞ ❆✈❡r❛❣❡ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❙✐❣♥❛t✉r❡ P❧♦t ❢♦r ❏❛♥✉❛r② ✷✱ ✷✵✵✹ ▼❙❋❚ ❛♥❞ ●❊

❃ ❧❡❣❡♥❞✭✶✸✱✳✵✵✵✶✺✱❝✭✧❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r✧✱ ✧▼♦❞ ❚❍✧✮✱ ❧✇❞❂❝✭✶✱✷✮✱ ❝♦❧❂❝✭✸✱✹✮✮

✸✳✷ ❍❛②❛s❤✐✲❨♦s❤✐❞❛

❆♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥♦♥✲s②♥❝❤r♦♥✐❝✐t②✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦ ♠✐❝r♦ str✉❝t✉r❡ ♥♦✐s❡✱ ✐s

♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍❛②❛s❤✐ ❛♥❞ ❨♦s❤✐❞❛ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❚❚❙ ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❛t ✐t ❛❞❞s ♣r♦❞✉❝ts

♦❢ r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ s✉♠ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❣✐✈❡♥ t✐❝❦ r❡t✉r♥ ♦❢ ❛ss❡t y ✐s

♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ t✐❝❦ r❡t✉r♥s ♦❢ ❛ss❡t x✳ ❋✐rst ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ r❡t✉r♥s ❢♦r ❡❛❝❤

❛ss❡t✱ y✱ ❛♥❞ x✳

Πy = {ty1, t
y
2, ..., t

y
ny
}, Πx = {tx1 , tx2 , ..., txnx

}

✇❤❡r❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ Πy ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ Πx✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❜❛s❡ ❛ss❡t✱ s❛② y✱ ❛♥❞ ✇❡ ♠✉❧t✐♣❧②

t❤❡ ✜rst r❡t✉r♥ ♦❢ y ❜② ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ r❡t✉r♥s ♦❢ x ✇❤❡r❡ txi ≤ t
y
1✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡t✉r♥ ♦❢ y ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛❧❧ ♦❢

t❤❡ r❡t✉r♥s ♦❢ x ✇❤❡r❡ t
y
1 < txi ≤ t

y
2 ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ❛r❡ s✉♠♠❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡

❡st✐♠❛t♦r✿

RC
(m)
HY =

ny∑

i=1

yt
y

i
,mxtx

j
∈(ty

i−1
,t

y

i
] ,m ✭✷✵✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦❞❡ ❞✐s♣❧❛②s ❛ r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦t ✇✐t❤ t❤❡ ❍②❛s❤✐✲❨♦s❤✐❞❛ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❚❚❙
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s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✺✳

★ ❋✐❣✉r❡ ✽❇

❃ t❡st✳❤② ❁✲ r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✶✿✻✵✵✱♠s❢t✳r❡❛❧✳tts❬❬✶❪❪✱ ❣❡✳r❡❛❧✳tts❬❬✶❪❪✱t②♣❡❂✧❤②✧✱❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✶✮✱ ①s❝❛❧❡❂✶✴✸✵✮

❃ ♣❧♦t✭t❡st✳❝♦✈✱ ②❧❛❜❂✧❘❡❛❧✐③❡❞ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡✧✱ ①❧❛❜❂✧▼✐♥✉t❡s✧✱ ♠❛✐♥❂✧●❊ ⑤ ▼❙❋❚✧✮

❃ ❧✐♥❡s✭t❡st✳❤②✱ ❝♦❧❂✷✱ ❧✇❞❂✷✮

❃ ❛①✐s✭✸✱ ❝✭✵✱✭✶✿✺✮✯✹✮✱ ❝✭✧❚✐❝❦ P❡r✐♦❞✿✧✱❛s✳❝❤❛r❛❝t❡r✭✭✶✿✺✮✯✶✷✵✮✮✮

❃ ❧❡❣❡♥❞✭✶✸✱✳✵✵✵✶✺✱❝✭✧❍②❛s❤✐✲❨♦s❤✐❞❛✧✮✱ ❧✇❞❂❝✭✷✮✱ ❝♦❧❂❝✭✷✮✮

✸✳✸ ❙✉❜✲❙❛♠♣❧❡ ❊st✐♠❛t♦rs

❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉❜✲s❛♠♣❧❡ ✭✶✷✮ ❛♥❞

t✐♠❡s❝❛❧❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✭✶✸ ✲ ✶✺✮✳ ❞❡ P♦♦t❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ✉s❡ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥✉st❡❞ t✐♠❡s❝❛❧❡

❡st✐♠❛t♦r✱ RV
(k)
TS,Adj ✱ ✐♥ t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❋❧❡♠♠✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧

✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡✐r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❲❡ ✜♥❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ s✉❜✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦r ❞r❛st✐❝❛❧❧②

✐♠♣r♦✈❡s ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ ❛ss❡ts t❤❛t ❛r❡ ♣r❡✲❛❧✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡

s❛♠❡ ❝❛❧❡♥❞❛r t✐♠❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ s✉❜✲s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡

RC(k,i)
sparse ≡

nk∑

tjt,t,+j,∈Gi

(py
tj,+, − p

y
tj

)(px
tj,+, − px

tj
) ✭✷✶✮

RC
(k)
Avg =

1

k

k∑

i=1

RC(k,i)
sparse ✭✷✷✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❜✐❛s t♦✇❛r❞s ③❡r♦ ❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛♥② ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡s❝❛❧❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✭✶✸

✲ ✶✺✮ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✭✷✷✮✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✉s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st ❢♦r s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ♦r ❛ ❧❛r❣❡ k✳

RC
(k)
TS = RC

(k)
Avg −

nk

n
RC(all)

sparse ≈ RC
(k)
Avg ✭✷✸✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ s❡tt✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ t♦ ✏t✐♠❡s❝❛❧❡✑ ❛♥❞ ✏❛✈❣✑ s❤♦✉❧❞
②✐❡❧❞ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ✐t ✐s st✐❧❧ ✉s❡❢✉❧ t♦ s♣❡❝✐❢② t✇♦✲t✐♠❡s❝❛❧❡ ❢♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

✸✳✹ ❙✐♥❣❧❡ ❊st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ▼❛tr✐❝❡s

❙✐♥❣❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❘❡❛❧✐③❡❞✳✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛♥ ① ❛♥❞ ② ❛r❣✉♠❡♥t✳

❆♥ ❡rr♦r ♠❡ss❛❣❡ ✐s ♣r✐♥t❡❞ ✐❢ t❤❡ r❡t✉r♥s ❛r❡ ♥♦t ❛❧✐❣♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❈❚❙ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs t❤❛t ♥❡❡❞ t❤❛t✳

✺◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❝✉rr❡♥t❧② t❤❡ ♦♥❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♥❡❡❞s ❛ ❧✐st ❛s ✐ts ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❍❛②❛s❤✐✲❨♦s❤✐❞❛
❡st✐♠❛t♦r ✉s❡s ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✳



✹ ❘❊❆▲■❩❊❉ ❈❖❘❘❊▲❆❚■❖◆ ✶✾

❃ ❃ ★ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❊st✐♠❛t❡ ❛t ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝②

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧♥❛✐✈❡✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✮

❬✶❪ ✲✶✳✷✼✾✾✷✸❡✲✵✺

❃ ★ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❊st✐♠❛t❡ ❛t ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧♥❛✐✈❡✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮✮

❬✶❪ ✺✳✶✶✻✺✷✾❡✲✵✺

❃ ★ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❊st✐♠❛t❡ ❛t ✶✵ ♠✐♥✉t❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧♥❛✐✈❡✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✵✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮✮

❬✶❪ ✼✳✽✺✻✵✶✹❡✲✵✺

❃ ★ ❇❛rt❧❡tt ❑❡r♥❡❧ ❊st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ ♠✐♥✉t❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❞❛t❛ ❛t ✷✵ ❧❛❣s

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧❦❡r♥❡❧✧✱ ❧❛❣s❂✷✵✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✱

t②♣❡❂✧❇❛rt❧❡tt✧✮✮

❬✶❪ ✻✳✺✺✸✹✽✷❡✲✵✺

❃ ★ ❈✉❜✐❝ ❑❡r♥❡❧ ❊st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ❞❛t❛ ❛t ✹✵✵ ❧❛❣s

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧❦❡r♥❡❧✧✱ ❧❛❣s❂✹✵✵✱ ❛r❣s❂❧✐st✭t②♣❡❂✧❈✉❜✐❝✧✮✮

❬✶❪ ✵✳✵✵✵✶✵✶✾✹✻✻

❃ ★ ▲❡❛❞✲▲❛❣ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❧❛❣ ❛t ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧❦❡r♥❡❧✧✱ ❧❛❣s❂✶✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮✮

❬✶❪ ✵✳✵✵✵✶✶✼✾✾✵✶

❃ ★ ❙✉❜s❛♠♣❧❡ ❆✈❡r❛❣❡ ❊st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ❞❛t❛ ❛t ✻✵✵ s✉❜❣r✐❞s ❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱

②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧❛✈❣✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✻✵✵✮

❬✶❪ ✼✳✻✶✵✽✾✼❡✲✵✺

❆ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ① ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠❡r❣✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❛❧✐③❡❞❖❜❥❡❝ts✳
❈✉rr❡♥t❧② t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s♦ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ s❧♦✇❡r ❛♥❞ s❧♦✇❡r ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss❡ts

✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐s k(k+1)
2 ✳

❃ ★ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❊st✐♠❛t❡ ❛t ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝②

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠❡r❣❡✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✮✱ t②♣❡❂✧♥❛✐✈❡✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✮

❬✱✶❪ ❬✱✷❪

❬✶✱❪ ✹✳✻✹✷✷✷✾❡✲✵✸ ✲✶✳✷✼✾✾✷✸❡✲✵✺

❬✷✱❪ ✲✶✳✷✼✾✾✷✸❡✲✵✺ ✶✳✶✹✵✽✽✾❡✲✵✸

❃ ★ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❊st✐♠❛t❡ ❛t ✶✵ ♠✐♥✉t❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠❡r❣❡✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✮✱ t②♣❡❂✧♥❛✐✈❡✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✵✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮✮

❬✱✶❪ ❬✱✷❪

❬✶✱❪ ✺✳✷✾✾✷✺✼❡✲✵✹ ✼✳✽✺✻✵✶✹❡✲✵✺

❬✷✱❪ ✼✳✽✺✻✵✶✹❡✲✵✺ ✶✳✷✶✷✽✶✺❡✲✵✹

❃ ★ ▲❡❛❞✲▲❛❣ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❧❛❣ ❛t ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠❡r❣❡✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✮✱ t②♣❡❂✧❦❡r♥❡❧✧✱ ❧❛❣s❂✶✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮✮

❬✱✶❪ ❬✱✷❪

❬✶✱❪ ✵✳✵✵✵✹✹✵✷✼✺✹ ✵✳✵✵✵✶✶✼✾✾✵✶

❬✷✱❪ ✵✳✵✵✵✶✶✼✾✾✵✶ ✵✳✵✵✵✶✺✻✼✸✼✻

❃ ★ ❙✉❜s❛♠♣❧❡ ❆✈❡r❛❣❡ ❊st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ❞❛t❛ ❛t ✻✵✵ s✉❜❣r✐❞s

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠❡r❣❡✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✮✱ t②♣❡❂✧❛✈❣✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✻✵✵✮

❬✱✶❪ ❬✱✷❪

❬✶✱❪ ✹✳✵✶✻✻✽✹❡✲✵✹ ✼✳✻✶✵✽✾✼❡✲✵✺

❬✷✱❪ ✼✳✻✶✵✽✾✼❡✲✵✺ ✶✳✸✷✾✺✾✾❡✲✵✹

✹ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥

❘❡❛❧✐③❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❊♣♣s ✭✶✾✼✾✮ ✇❛s

t❤❡ ✜rst t♦ ❞♦❝✉♠❡♥t t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛

❜✐❛s t♦✇❛r❞ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s✿



✹ ❘❊❆▲■❩❊❉ ❈❖❘❘❊▲❆❚■❖◆ ✷✵

Rρ(m) =
RC

(m)
x,y

√

RV
(m)
x

√

RV
(m)
y

✭✷✹✮

❛♥❞ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ ✇❤② t❤✐s ❜✐❛s t♦✇❛r❞s ③❡r♦ ❡①✐sts s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ✐s ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡

❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s ❜✐❛s❡❞ ✉♣✇❛r❞s ❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞

❧✐❜r❛r② ✐s s✐♠♣❧❡✳ ❚❤❡ r❘❡❛❧✐③❡❞✳✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ r❙✐❣♥❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❝❛❧❧❡❞ ❝♦r t❤❛t ✐s s❡t t♦

tr✉❡✳ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s ✢❛❣ ❜♦t❤ ① ❛♥❞ ② ♠✉st ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞✱ ♦r ❛ ♠❛tr✐① ❢♦r ① ❢♦r ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ ❛ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡

♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ✐♥♣✉ts ❢♦r RC
(m)
x,y ✱ RV

(m)
y ✱ ❛♥❞

RV
(m)
x ✳ ❙❤❡♣♣❛r❞ ✭✷✵✵✻✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✏♣s❡✉❞♦✑ r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛r❡

s❛♠♣❧❡❞ ❛t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❡♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❧✐❜r❛r② ♦♥❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡s r❡❛❧✐③❡❞

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ✐♥♣✉ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✈✳✯ ❛♥❞ r❝✳✯ ❢✉♥❝t✐♦♥s ②♦✉ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡

❛♥② r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❍❛②❛s❤✐✲❨♦s❤✐❞❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦r✳

✹✳✶ ❙✐♥❣❧❡ ❊st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ▼❛tr✐❝❡s

❚❤❡ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ r❙✐❣♥❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡

❧♦❣✲r❡t✉r♥ ✈❡❝t♦rs ♣❛ss❡❞ ✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦r ✢❛❣ ✐s s❡t t♦ tr✉❡✳ ❇❡❧♦✇ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ▼❙❋❚ ❛♥❞ ●❊ ▼❛② ✶✱ ✶✾✾✼✳

❃ ★ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❊st✐♠❛t❡ ❛t ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝②

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧♥❛✐✈❡✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✱ ❝♦r❂❚✮

❬✶❪ ✲✵✳✵✵✺✺✻✶✺✾✶

❃ ★ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❊st✐♠❛t❡ ❛t ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧♥❛✐✈❡✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮✱

❝♦r❂❚✮

❬✶❪ ✵✳✶✸✽✶✷✶✼

❃ ★ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❊st✐♠❛t❡ ❛t ✶✵ ♠✐♥✉t❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧♥❛✐✈❡✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✵✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮✱

❝♦r❂❚✮

❬✶❪ ✵✳✸✵✾✽✽✷✼

❃ ★ ❇❛rt❧❡tt ❑❡r♥❡❧ ❊st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ ♠✐♥✉t❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❞❛t❛ ❛t ✷✵ ❧❛❣s

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧❦❡r♥❡❧✧✱ ❧❛❣s❂✷✵✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✱

t②♣❡❂✧❇❛rt❧❡tt✧✮✱ ❝♦r❂❚✮

❬✶❪ ✵✳✸✶✾✽✹

❃ ★ ❈✉❜✐❝ ❑❡r♥❡❧ ❊st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ❞❛t❛ ❛t ✹✵✵ ❧❛❣s

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧❦❡r♥❡❧✧✱ ❧❛❣s❂✹✵✵✱ ❛r❣s❂❧✐st✭t②♣❡❂✧❈✉❜✐❝✧✮✱

❝♦r❂❚✮

❬✶❪ ✵✳✹✺✸✵✾✻✽

❃ ★ ▲❡❛❞✲▲❛❣ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❧❛❣ ❛t ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧❦❡r♥❡❧✧✱ ❧❛❣s❂✶✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮✱

❝♦r❂❚✮

❬✶❪ ✵✳✹✹✾✶✺✺✻



✺ P▲❖❚❚■◆● ❚❖❖▲❙ ✷✶

❃ ★ ❙✉❜s❛♠♣❧❡ ❆✈❡r❛❣❡ ❊st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ❞❛t❛ ❛t ✻✵✵ s✉❜❣r✐❞s

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧❛✈❣✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✻✵✵✱ ❝♦r❂❚✮

❬✶❪ ✵✳✸✷✾✸✸✼✽

❋♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✿

❃ ❃ ★ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ▼❛tr✐❝❡s

❃ ★ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❊st✐♠❛t❡ ❛t ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝②

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠❡r❣❡✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✮✱ t②♣❡❂✧♥❛✐✈❡✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✱ ❝♦r❂❚✮

❬✱✶❪ ❬✱✷❪

❬✶✱❪ ✶✳✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✵✳✵✵✺✺✻✶✺✾✶

❬✷✱❪ ✲✵✳✵✵✺✺✻✶✺✾✶ ✶✳✵✵✵✵✵✵✵✵✵

❃ ★ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❊st✐♠❛t❡ ❛t ✶✵ ♠✐♥✉t❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠❡r❣❡✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✮✱ t②♣❡❂✧♥❛✐✈❡✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✵✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮✱

❝♦r❂❚✮

❬✱✶❪ ❬✱✷❪

❬✶✱❪ ✶✳✵✵✵✵✵✵✵ ✵✳✸✵✾✽✽✷✼

❬✷✱❪ ✵✳✸✵✾✽✽✷✼ ✶✳✵✵✵✵✵✵✵

❃ ★ ▲❡❛❞✲▲❛❣ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❧❛❣ ❛t ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠❡r❣❡✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✮✱ t②♣❡❂✧❦❡r♥❡❧✧✱ ❧❛❣s❂✶✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮✱

❝♦r❂❚✮

❬✱✶❪ ❬✱✷❪

❬✶✱❪ ✶✳✵✵✵✵✵✵✵ ✵✳✹✹✾✶✺✺✻

❬✷✱❪ ✵✳✹✹✾✶✺✺✻ ✶✳✵✵✵✵✵✵✵

❃ ★ ❙✉❜s❛♠♣❧❡ ❆✈❡r❛❣❡ ❊st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ❞❛t❛ ❛t ✻✵✵ s✉❜❣r✐❞s

❃ r❘❡❛❧✐③❡❞❱❛r✐❛♥❝❡✭①❂♠❡r❣❡✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✮✱ t②♣❡❂✧❛✈❣✧✱ ♣❡r✐♦❞❂✻✵✵✱ ❝♦r❂❚✮

❬✱✶❪ ❬✱✷❪

❬✶✱❪ ✶✳✵✵✵✵✵✵✵ ✵✳✸✷✾✸✸✼✽

❬✷✱❪ ✵✳✸✷✾✸✸✼✽ ✶✳✵✵✵✵✵✵✵

✺ P❧♦tt✐♥❣ ❚♦♦❧s

❖♥❡ ❞❛② s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦ts ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ s❡❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r

✐♥♣✉ts✳ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣❧♦ts ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥

t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛ s❡t✳

✺✳✶ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❆❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛r❣✐♥❛❧ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ P❧♦ts

P❛②s❡✉r ✭✷✵✵✼✮ ✉s❡s ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❧✐③❡❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧♦ts ♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡st✐♠❛t❡

❢♦r tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❛❧✐③❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❛t ❝r❡❛t❡s

❤✐❣❤❧② ✈♦❧❛t✐❧❡ ❡st✐♠❛t❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡t✉r♥s✳ ■t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ r❈✉♠❙✉♠ ❢✉♥❝t✐♦♥

✇✐t❤ t❤❡ r❆❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

★ ❋✐❣✉r❡ ✾❆

❃ ❝✉♠♠ ❁✲ ❧✐st✭✮

❃ ❝✉♠♠❬❬✶❪❪ ❁✲ r❈✉♠❙✉♠✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✱ ❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮

❃ ❝✉♠♠❬❬✷❪❪ ❁✲ r❈✉♠❙✉♠✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✵✱ ❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮

❃ ❝✉♠♠❬❬✸❪❪ ❁✲ r❈✉♠❙✉♠✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ♣❡r✐♦❞❂✷✵✱ ❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮

❃ ❝✉♠♠❬❬✹❪❪ ❁✲ r❈✉♠❙✉♠✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ♣❡r✐♦❞❂✸✵✱ ❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮

❃ ❛❝❝✉♠ ❁✲ ❧✐st✭✮

❃ ❛❝❝✉♠❬❬✶❪❪ ❁✲ r❆❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✵✱ ❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮
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❋✐❣✉r❡ ✾❆ ❛♥❞ ✾❇✿❘❡❛❧✐③❡❞ ❆❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛r❣✐♥❛❧ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❱❛r✐❛♥❝❡ P❧♦ts

❃ ❛❝❝✉♠❬❬✷❪❪ ❁✲ r❆❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ♣❡r✐♦❞❂✷✵✱ ❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮

❃ ❛❝❝✉♠❬❬✸❪❪ ❁✲ r❆❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ♣❡r✐♦❞❂✸✵✱ ❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮

❃ ♣❛r✭♠❢r♦✇❂❝✭✷✱✶✮✮

❃ ♣❧♦t✭❝✉♠♠❬❬✶❪❪✱ ①❧❛❜❂✧✧✱ ②❧❛❜❂✧❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❘✉t✉r♥s✧✱ ♠❛✐♥❂✧▼❙❋❚✧✱ s✉❜❂❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧♣✧✱ ❝♦❧❂✶✻✱ ❧✇❞❂✷✮

❃ ❧✐♥❡s✭❝✉♠♠❬❬✷❪❪✱ ❝♦❧❂✷✱ ❧✇❞❂✷✮

❃ ❧✐♥❡s✭❝✉♠♠❬❬✸❪❪✱ ❝♦❧❂✸✱ ❧✇❞❂✷✮

❃ ❧✐♥❡s✭❝✉♠♠❬❬✹❪❪✱ ❝♦❧❂✹✱ ❧✇❞❂✷✮

❃ ♣❧♦t✭❛❝❝✉♠❬❬✶❪❪✱ ①❧❛❜❂✧✧✱ ②❧❛❜❂✧❘❡❛❧✐③❡❞ ❆❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✧✱ t②♣❡❂✧❧✧✱♠❛✐♥❂✧▼❙❋❚✧✱ s✉❜❂❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡❬❬✶❪❪✱ ❝♦❧❂✷✱ ❧✇❞❂✷✮

❃ ❧✐♥❡s✭❛❝❝✉♠❬❬✷❪❪✱ ❝♦❧❂✸✱ ❧✇❞❂✷✮

❃ ❧✐♥❡s✭❛❝❝✉♠❬❬✸❪❪✱ ❝♦❧❂✹✱ ❧✇❞❂✷✮

❚❤❡ t❤r❡❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❧✐♥❡s ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❜✉✐❧❞s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❞❛②✳ ◆❡❛r

t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛② t❤❡ ✶✵ ♠✐♥✉t❡ ❛❧✐❣♥❡❞ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡✱ ✐♥ r❡❞✱ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❛② t♦

✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ✈❛❧❧❡② ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥

♣❧♦t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❡❡ ❤♦✇ ❜✐❣ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❛❝t t❤✐s ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❤❛s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡✳

❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❛ r❡❛❧✐③❡❞ ❡st✐♠❛t❡ s❤♦✇s ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❡❛❝❤ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts

t❤❡ ✜♥❛❧ ❡st✐♠❛t❡✳

★ ❋✐❣✉r❡ ✾❇

❃♣❛r✭♠❢r♦✇❂❝✭✷✱✶✮✮

❃ ♣❧♦t✭❝✉♠♠❬❬✷❪❪✱ ①❧❛❜❂✧✧✱ ②❧❛❜❂✧❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❘✉t✉r♥s✧✱ ♠❛✐♥❂✧▼❙❋❚✧✱ s✉❜❂❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧♣✧✮

❃ ❜❛r♣❧♦t✭r▼❛r❣✐♥❛❧✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✵✱ ❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮✩②✱ ♠❛✐♥❂✧▼❛r❣✐♥❛❧ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ P❧♦t✧✮

❙✐♠✐❧❛r t♦ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❧✐❜r❛r② t❤❡ r▼❛r❣✐♥❛❧ ❛♥❞ r❆❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧♦ts ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r

r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧ ✐s t♦ s♣❡❝✐❢② ❛♥ ① ❛♥❞ ❛ ②✳ ❚♦

♣❧♦t ❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧♦t ❢♦r r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛t ✶✵ ♠✐♥✉t❡s ✐♥t❡r✈❛❧s✿

★ ❋✐❣✉r❡ ✶✵❆

❃ ❝✉♠♠✳❣❡ ❁✲ ❧✐st✭✮

❃ ❝✉♠♠✳❣❡❬❬✶❪❪ ❁✲ r❈✉♠❙✉♠✭❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✱ ❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮

❃ ❝✉♠♠✳❣❡❬❬✷❪❪ ❁✲ r❈✉♠❙✉♠✭❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✵✱ ❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮
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❋✐❣✉r❡ ✶✵❆ ❛♥❞ ✶✵❇ ✿ ❆❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ P❧♦t ❢♦r t❤❡ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❘❡t✉r♥s ❙❝❛tt❡r P❧♦t ❢♦r ▼❙❋❚ ❛♥❞ ●❊ ❏❛♥✉❛r② ✷✱ ✷✵✵✷

❃ ❛❝❝✉♠ ❁✲ ❧✐st✭✮

❃ ❛❝❝✉♠❬❬✶❪❪ ❁✲ r❆❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✵✱ ❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✻✵✮

❃ ♣❛r✭♠❢r♦✇❂❝✭✸✱✶✮✮ ❃ ♣❧♦t✭❝✉♠♠❬❬✶❪❪✱ ①❧❛❜❂✧✧✱ ②❧❛❜❂✧❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❘✉t✉r♥s✧✱ ♠❛✐♥❂✧▼❙❋❚✧✱ s✉❜❂❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧♣✧✱

❝♦❧❂✶✻✮

❃ ❧✐♥❡s✭❝✉♠♠❬❬✷❪❪✱ ❝♦❧❂✷✱ ❧✇❞❂✸✮

❃ ♣❧♦t✭❝✉♠♠✳❣❡❬❬✶❪❪✱ ①❧❛❜❂✧✧✱ ②❧❛❜❂✧❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❘✉t✉r♥s✧✱ ♠❛✐♥❂✧●❊✧✱ s✉❜❂❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡❬❬✶❪❪✱ t②♣❡❂✧♣✧✱ ❝♦❧❂✶✻✮

❃ ❧✐♥❡s✭❝✉♠♠✳❣❡❬❬✷❪❪✱ ❝♦❧❂✷✱ ❧✇❞❂✸✮

❃ ♣❧♦t✭❛❝❝✉♠❬❬✶❪❪✱ ①❧❛❜❂✧✧✱ ②❧❛❜❂✧❘❡❛❧✐③❡❞ ❈♦✲❆❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✧✱ t②♣❡❂✧❧✧✱♠❛✐♥❂✧▼❙❋❚ ⑤ ●❊✧✱ s✉❜❂❞❛t❡s✳❡①❛♠♣❧❡❬❬✶❪❪✱

❝♦❧❂✷✮

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜✉✐❧❞ ❛t ❛ ❢❛✐r❧② ❝♦♥st❛♥t ♣❛❝❡ ❡①❝❡♣t ❢♦r t✇♦ ♦r t❤r❡❡

❜✐❣ ❥✉♠♣s ✇❤❡r❡ t❤❡ st♦❝❦s ♠♦✈❡ t♦❣❡t❤❡r✳ ❚♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐s

❝r❡❛t❡❞✱ r✉♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧♦t ❝♦♠♠❛♥❞s ✇✐t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ s✐① t♦ ✷✵ ♠✐♥✉t❡s ❛♥❞ ②♦✉ ✇✐❧❧ ♠♦st ❧✐❦❡❧②

s❡❡ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠✐♥❣s t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ st♦❝❦s ✇✐❧❧ ♥♦t ♠♦✈❡ t♦❣❡t❤❡r ❞✉r✐♥❣

t❤❡s❡ s❛♠❡ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ t✐♠❡s✳

❚❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs ❛❧❧♦✇s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣❧♦ts ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❛❜♦✈❡ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ Ti,m−Ti−1,m ✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❡r✐♦❞s ✇♦rt❤ ♦❢ ❞❛t❛✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♦♥❡ ♠♦r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❛❞❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ❆s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧♦t ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

♣❧♦t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❡❛s✐❧②✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✳✵ r❡❧❡❛s❡✳

✺✳✷ ❙❝❛tt❡r P❧♦ts

❚❤❡ r▼❛r❣✐♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❧♦ts t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦r ❝r♦ss ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ r❡t✉r♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t♦

❧♦♦❦ ❛t t❤❡ r❡t✉r♥s t❤❡♠s❡❧✈❡s ✉s✐♥❣ ❛ s❝❛tt❡r ♣❧♦t✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❙❝❛tt❡r❘❡t✉r♥s ❞✐s♣❧❛②s ❛ s❝❛tt❡r ♣❧♦t ♦❢

r❡t✉r♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✳ ❋♦r ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡ r❡t✉r♥s ♦❢ ▼❙❋❚ ❛♥❞ ●❊ ♦♥ ❏❛♥✉❛r② ✷✱ ✷✵✵✹✿



✻ ❊❳❆▼P▲❊✿ ■▼P❖❘❚■◆● ❉❆❚❆ ✷✹

★ ❋✐❣✉r❡ ✶✵❇

❃r❙❝❛tt❡r❘❡t✉r♥s✭♠s❢t✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱②❂❣❡✳r❡❛❧✳❝ts❬❬✶❪❪✱ ♣❡r✐♦❞❂✶✱ ❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✷✵✱②❧❛❜❂✧●❊✧✱①❧❛❜❂✧▼❙❋❚✧✱♥✉♠❜❡rs❂❋✮

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♣♦✐♥ts t❤❛t ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ③❡r♦ ❧✐♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ♥♦♥ s②♥❝❤r♦♥♦✉s tr❛❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ♦♥❡ ❜✐❣ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❧♦❣✲r❡t✉r♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ✇❤❡r❡ ●❊ ❛♥❞ ▼❙❋❚

♠♦✈❡❞ ✳✵✵✷ ❛♥❞ ✳✵✵✸ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳

✻ ❊①❛♠♣❧❡✿ ■♠♣♦rt✐♥❣ ❉❛t❛

❊❛❝❤ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤✐s ✉s❡rs ♠❛♥✉❛❧ ✉s❡s ❝❧❡❛♥❡❞ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s ♣r❡❧♦❛❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ r❡❛❧✐③❡❞❖❜❥❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❡✈❡r②♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❧✐❜r❛r② ✇✐❧❧ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢

❤♦✇ t♦ ❣❡t ❛ ✢❛t ✜❧❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❛ r❡❛❧✐③❡❞❖❜❥❡❝t✳

❋♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ■ ✐♠♣♦rt ❋❳ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴r❛t❡❞❛t❛✳❣❛✐♥❝❛♣✐t❛❧✳❝♦♠✴✳ ■ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ t❤r❡❡

✜❧❡s ❡✉r✉s❞✳❝s✈✱ ✉s❞❥♣②✳❝s✈✱ ❛♥❞ ❡✉r❥♣②✳❝s✈ ✐♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ③✐♣ ✜❧❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ s✐♠♣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ②♦✉

♠✉st ✇r✐t❡ t♦ ✐♠♣♦rt t❤✐s ❞❛t❛ ♣r♦♣❡r❧②✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛s♦✉r❝❡✱ ❞❛t❛ ❢♦r♠❛t ❛♥❞ t✐♠❡st❛♠♣

❢♦r♠❛t✳ ❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❣❡t t♦ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧❡t✬s ❧♦❛❞ t❤❡ ✜❧❡ ❛♥❞ ❧♦♦❦ ❛t ✐t t❤❡ ✜rst t❡♥ r♦✇s t♦ s❡❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✿

❃ ♣❛t❤ ❁✲ ✧❞✿✴❞❡✈✴✧ ★❝❤❛♥❣❡ t❤✐s t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r② t❤❛t t❤❡ ✳❝s✈ ❢✐❧❡s ❧✐✈❡ ✐♥

❃ ❡✉r✳✉s❞✳✵✺✳✷✵✵✼ ❁✲ r❡❛❞✳t❛❜❧❡✭♣❛st❡✭♣❛t❤✱ ✧❡✉r✉s❞✳❝s✈✧✱ s❡♣❂✧✧✮✱ str✐♥❣s❆s❋❛❝t♦rs❂❋✱ s❡♣❂✧✱✧✮

❃ ✉s❞✳❥♣②✳✵✺✳✷✵✵✼ ❁✲ r❡❛❞✳t❛❜❧❡✭♣❛st❡✭♣❛t❤✱ ✧✉s❞❥♣②✳❝s✈✧✱ s❡♣❂✧✧✮✱ str✐♥❣s❆s❋❛❝t♦rs❂❋✱ s❡♣❂✧✱✧✮

❃ ❡✉r✳❥♣②✳✵✺✳✷✵✵✼ ❁✲ r❡❛❞✳t❛❜❧❡✭♣❛st❡✭♣❛t❤✱ ✧❡✉r❥♣②✳❝s✈✧✱ s❡♣❂✧✧✮✱ str✐♥❣s❆s❋❛❝t♦rs❂❋✱ s❡♣❂✧✱✧✮

❃ ❡✉r✳✉s❞✳✵✺✳✷✵✵✼❬✶✿✶✵✱❪

❱✶ ❱✷ ❱✸ ❱✹ ❱✺ ❱✻

✶ ✸✷✽✾✼✺✵✻✶ ❊❯❘✴❯❙❉ ✷✵✵✼✲✵✺✲✷✼ ✶✼✿✵✵✿✵✺ ✶✳✸✹✹✾ ✶✳✸✹✺✷ ❉

✷ ✸✷✽✾✼✺✶✵✸ ❊❯❘✴❯❙❉ ✷✵✵✼✲✵✺✲✷✼ ✶✼✿✵✺✿✷✹ ✶✳✸✹✹✽ ✶✳✸✹✺✶ ❉

✸ ✸✷✽✾✼✺✷✸✺ ❊❯❘✴❯❙❉ ✷✵✵✼✲✵✺✲✷✼ ✶✼✿✸✻✿✵✷ ✶✳✸✹✹✼ ✶✳✸✹✺✵ ❉

✹ ✸✷✽✾✼✺✸✾✺ ❊❯❘✴❯❙❉ ✷✵✵✼✲✵✺✲✷✼ ✶✼✿✹✹✿✵✻ ✶✳✸✹✹✻ ✶✳✸✹✹✾ ❉

✺ ✸✷✽✾✼✺✹✶✷ ❊❯❘✴❯❙❉ ✷✵✵✼✲✵✺✲✷✼ ✶✼✿✹✹✿✷✶ ✶✳✸✹✹✼ ✶✳✸✹✺✵ ❉

✻ ✸✷✽✾✼✺✹✷✹ ❊❯❘✴❯❙❉ ✷✵✵✼✲✵✺✲✷✼ ✶✼✿✹✹✿✸✻ ✶✳✸✹✹✻ ✶✳✸✹✹✾ ❉

✼ ✸✷✽✾✼✺✹✻✻ ❊❯❘✴❯❙❉ ✷✵✵✼✲✵✺✲✷✼ ✶✼✿✹✺✿✸✸ ✶✳✸✹✹✺ ✶✳✸✹✹✽ ❉

✽ ✸✷✽✾✼✺✺✶✹ ❊❯❘✴❯❙❉ ✷✵✵✼✲✵✺✲✷✼ ✶✼✿✹✺✿✺✵ ✶✳✸✹✹✻ ✶✳✸✹✹✾ ❉

✾ ✸✷✽✾✼✺✺✷✵ ❊❯❘✴❯❙❉ ✷✵✵✼✲✵✺✲✷✼ ✶✼✿✹✺✿✺✷ ✶✳✸✹✹✺ ✶✳✸✹✹✽ ❉

✶✵ ✸✷✽✾✼✺✺✷✷ ❊❯❘✴❯❙❉ ✷✵✵✼✲✵✺✲✷✼ ✶✼✿✹✺✿✺✹ ✶✳✸✹✹✻ ✶✳✸✹✹✾ ❉

❋♦r t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ■ ✇✐❧❧ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ t♦ ❣❡t t❤❡ ✜rst ❞❛②s ✇♦rt❤ ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❛t✱
♦❜✈✐♦✉s❧② ②♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ✈❛r②✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ✐s ✷✹ ❤♦✉r ❞❛t❛ s♦ ♦✉r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t❡❞
✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡ ❢r♦♠ ✵✿✵✵ t♦ ✷✸✿✺✾✿✺✾ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛②✳ ❚❤✐s ✜rst ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ s✉❜s❡t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ t♦ r❡t✉r♥ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❛② ♦❢ ❞❛t❛ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❡ str✐♥❣ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ t❤r❡❡✳

❃ ❣❡t❚ ❁✲ ❢✉♥❝t✐♦♥✭①✱ ❞❛t❡❙tr✱✳✳✳✮

④

② ❁✲ ①❬✱✸❪

①❬s✉❜str✐♥❣✭②✱✶✱✶✵✮❂❂❞❛t❡❙tr✱❪

⑥

❲❡ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❢♦r ▼❛② ✺✱ ✷✵✵✼✿

❃ ❡✉r✳✉s❞✳✵✺✳✸✵✳✷✵✵✼ ❁✲ ❣❡t❚✭❡✉r✳✉s❞✳✵✺✳✷✵✵✼✱ ✧✷✵✵✼✲✵✺✲✸✵✧✮

❃ ✉s❞✳❥♣②✳✵✺✳✸✵✳✷✵✵✼ ❁✲ ❣❡t❚✭✉s❞✳❥♣②✳✵✺✳✷✵✵✼✱ ✧✷✵✵✼✲✵✺✲✸✵✧✮

❃ ❡✉r✳❥♣②✳✵✺✳✸✵✳✷✵✵✼ ❁✲ ❣❡t❚✭❡✉r✳❥♣②✳✵✺✳✷✵✵✼✱ ✧✷✵✵✼✲✵✺✲✸✵✧✮
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❋✐❣✉r❡ ✶✶❆ ❛♥❞ ✶✶❇ ✿ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙✐❣♥❛t✉r❡ P❧♦t ❛♥❞ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❙✐❣♥❛t✉r❡ P❧♦t

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t q✉♦t❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛ ❜✐❞ ❛♥❞
❛s❦✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠✐❞q✉♦t❡✱ ♦r ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦
q✉♦t❡s✳

❃ ♠✐❞◗✉♦t❡ ❁✲ ❢✉♥❝t✐♦♥✭①✱ ❜✐❞✳✐♥❞❡① ❂ ✹✱ ❛s❦✳✐♥❞❡① ❂ ✺✮

④

✭①❬✱❜✐❞✳✐♥❞❡①❪ ✰ ①❬✱❛s❦✳✐♥❞❡①❪✮✴✷

⑥

❚❤❡ r❡❛❧✐③❡❞❖❜❥❡❝t ❝♦♥str✉❝t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❡❡❞s ❞❛t❛ ✭✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r✐❝❡s ♦r r❡t✉r♥s✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s✱ t❤❡
t✐♠❡st❛♠♣ ✐♥ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧✉♠ t❤r❡❡✳

❃ t♦▼✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s ❁✲ ❢✉♥❝t✐♦♥✭①✱✳✳✳✮

④

❛♥s ❁✲ ✶✵✵✵ ✯ ❛s✳♥✉♠❡r✐❝✭s✉❜str✐♥❣✭①✱ ✶✷✱✶✸✮✮ ✯ ✻✵ ✯ ✻✵ ✰

✶✵✵✵ ✯ ❛s✳♥✉♠❡r✐❝✭s✉❜str✐♥❣✭①✱ ✶✺✱✶✻✮✮ ✯ ✻✵ ✰

❛s✳♥✉♠❡r✐❝✭s✉❜str✐♥❣✭①✱ ✶✽✱✶✾✮✮ ✯ ✶✵✵✵

❛♥s

⑥

❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞❖❜❥❡❝t ❝♦♥str✉❝t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❝r❡❛t❡ ♦✉r r❡❛❧✐③❡❞❖❜❥❡❝ts✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✐❧❧✐sst❛rt ❛♥❞ ♠✐❧❧✐s❡♥❞ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞
❛r❡ ❞❡❢❛✉❧t❡❞ t♦ ♥♦r♠❛❧ ♠❛r❦❡t ❤♦✉rs✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ✷✹ ❤♦✉r ❋❳ ❞❛t❛ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡s❡ t♦
✵✿✵✵ ❛♥❞ ✷✸✿✺✾✿✺✾ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❡✉r✳✉s❞✳r❡❛❧ ❁✲ r❡❛❧✐③❡❞❖❜❥❡❝t✭❧✐st✭❞❛t❛❂♠✐❞◗✉♦t❡✭❡✉r✳✉s❞✳✵✺✳✸✵✳✷✵✵✼✮✱

♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s❂t♦▼✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✭❡✉r✳✉s❞✳✵✺✳✸✵✳✷✵✵✼❬✱✸❪✮✮✱

♠❛❦❡❘❡t✉r♥s❂❚✱ ❝ts❂❚✱ ♠✐❧❧✐sst❛rt❂✵✵✵✵✱ ♠✐❧❧✐s❡♥❞❂✶✵✵✵✯✷✹✯✻✵✯✻✵✮

❃ ❡✉r✳❥♣②✳r❡❛❧ ❁✲ r❡❛❧✐③❡❞❖❜❥❡❝t✭❧✐st✭❞❛t❛❂♠✐❞◗✉♦t❡✭❡✉r✳❥♣②✳✵✺✳✸✵✳✷✵✵✼✮✱

♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s❂t♦▼✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✭❡✉r✳❥♣②✳✵✺✳✸✵✳✷✵✵✼❬✱✸❪✮✮✱

♠❛❦❡❘❡t✉r♥s❂❚✱ ❝ts❂❚✱ ♠✐❧❧✐sst❛rt❂✵✵✵✵✱ ♠✐❧❧✐s❡♥❞❂✶✵✵✵✯✷✹✯✻✵✯✻✵✮

❃ ✉s❞✳❥♣②✳r❡❛❧ ❁✲ r❡❛❧✐③❡❞❖❜❥❡❝t✭❧✐st✭❞❛t❛❂♠✐❞◗✉♦t❡✭✉s❞✳❥♣②✳✵✺✳✸✵✳✷✵✵✼✮✱

♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s❂t♦▼✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✭✉s❞✳❥♣②✳✵✺✳✸✵✳✷✵✵✼❬✱✸❪✮✮✱

♠❛❦❡❘❡t✉r♥s❂❚✱ ❝ts❂❚✱ ♠✐❧❧✐sst❛rt❂✵✵✵✵✱ ♠✐❧❧✐s❡♥❞❂✶✵✵✵✯✷✹✯✻✵✯✻✵✮

◆♦✇ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥✉❛❧✳ ❆ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦t ♦❢
❡✉r✳✉s❞✳✵✺✳✸✵✳✷✵✵✼ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ ✸✵ s❡❝♦♥❞s ✇✐t❤ ❇❛rt❧❡tt ❦❡r♥❡❧ ❡st✐♠❛t❡s ♦✈❡r❧❛②❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❧❛❣s✿

★ ❋✐❣✉r❡ ✶✶❆

❃ t❡st✳s✐❣ ❁✲ r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✶✿✶✷✵✱ ❡✉r✳✉s❞✳r❡❛❧✱ ①s❝❛❧❡❂✶✴✷✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✸✵✮✮

❃ t❡st✳❜❛rt ❁✲ r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✶✿✶✷✵✱ ❡✉r✳✉s❞✳r❡❛❧✱ t②♣❡❂✧❦❡r♥❡❧✧✱①s❝❛❧❡❂✶✴✷✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✸✵✱ t②♣❡❂✧❜❛rt❧❡tt✧✮✮
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❃ ♣❧♦t✭t❡st✳s✐❣✱ ②❧❛❜❂✧❘❡❛❧✐③❡❞ ❱❛r✐❛♥❝❡✧✱ ①❧❛❜❂✧▼✐♥✉t❡s✧✱ ♠❛✐♥❂✧❊✉r✳❯s❞✧✱ s✉❜❂✧✵✺✴✸✵✴✷✵✵✼✧✮

❃ ❧✐♥❡s✭t❡st✳❜❛rt✱ ❝♦❧❂✷✱ ❧✇❞❂✷✮

❃ ❛①✐s✭✸✱ ❝✭✵✱✭✶✿✶✵✮✯✻✮✱ ❝✭✧▲❛❣s✿✧✱❛s✳❝❤❛r❛❝t❡r✭✭✶✿✶✵✮✯✶✷✮✮✮

❆ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❧♦t✿

★ ❋✐❣✉r❡ ✶✶❇

❃ t❡st✳s✐❣ ❁✲ r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✶✿✻✵✱ ①❂❡✉r✳✉s❞✳r❡❛❧✱ ②❂❡✉r✳❥♣②✳r❡❛❧✱ ①s❝❛❧❡❂✶✴✷✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✸✵✮✱ ❝♦r❂❚✮

❃ t❡st✳❜❛rt ❁✲ r❙✐❣♥❛t✉r❡✭✶✿✻✵✱ ①❂❡✉r✳✉s❞✳r❡❛❧✱ ②❂❡✉r✳❥♣②✳r❡❛❧✱ t②♣❡❂✧❦❡r♥❡❧✧✱①s❝❛❧❡❂✶✴✷✱ ❛r❣s❂❧✐st✭❛❧✐❣♥✳♣❡r✐♦❞❂✸✵✱

t②♣❡❂✧❜❛rt❧❡tt✧✮✱ ❝♦r❂❚✮

❃ ♣❧♦t✭t❡st✳s✐❣✱ ②❧❛❜❂✧❘❡❛❧✐③❡❞ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡✧✱ ①❧❛❜❂✧▼✐♥✉t❡s✧✱ ♠❛✐♥❂✧❊✉r✳❯s❞ ⑤ ❊✉r✳❏♣②✧✱ s✉❜❂✧✵✺✴✸✵✴✷✵✵✼✧✮

❃ ❧✐♥❡s✭t❡st✳❜❛rt✱ ❝♦❧❂✷✱ ❧✇❞❂✷✮

❃ ❛①✐s✭✸✱ ❝✭✵✱✭✶✿✶✵✮✯✸✮✱ ❝✭✧▲❛❣s✿✧✱❛s✳❝❤❛r❛❝t❡r✭✭✶✿✶✵✮✯✻✮✮✮
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❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❨❛❝✐♥❡ ❆✐t✲❙❛❤❛❧✐❛✱ P❡r ❆✳ ▼②❦❧❛♥❞✱ ❛♥❞ ▲❛♥ ❩❤❛♥❣✳ ❯❧tr❛ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♥♦✐s❡✳ ✭✶✶✸✽✵✮✱ ▼❛② ✷✵✵✺✳ ❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♥❜❡r✳♦r❣✴♣❛♣❡rs✴✇✶✶✸✽✵✳

❚✳●✳ ❆♥❞❡rs❡♥✱ ❚✳ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈✱ ❋✳❳✳ ❉✐❡❜♦❧❞✱ ❛♥❞ P✳ ▲❛❜②s✳ ●r❡❛t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❘✐s❦✱ ✶✸✿✶✵✺✕✶✵✽✱ ✷✵✵✵✳
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